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บทคัดย่อ

บทความน้ีแสดงผลการจ�ำลองการเคลื่อนที่ของจรวดในช้ันบรรยากาศมาตรฐาน โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ซึ่งได้แก่ 

วิธีรุงเงอ–คุททา อันดับสี่ และ วิธีลาเดา การจ�ำลองทั้งสองวิธีให้ผลลัพธ์ที่สอดคล้องกัน จากการศึกษาผลของปัจจัย

ต่าง ๆ  ได้แก่ แรงขับ มุมของฐานปล่อย ขนาดของจรวด รวมถึงผลของบรรยากาศ การจ�ำลองพบว่า ความสูงและความเร็ว

เพิ่มขึ้นเมื่อเพิ่มค่าแรงขับสูงขึ้น มุมของฐานปล่อยมีผลให้แนวการเคลื่อนที่เปลี่ยนไป โดยระยะทางเพิ่มขึ้นแต่ความสูงลด

ลงเมื่อลดมุมของฐานปล่อยลง ระดับความสูงที่จรวดท�ำได้ลดลงเมื่อเพิ่มขนาดจรวดให้ใหญ่ข้ึน การรวมผลของบรรยากาศ

และต�ำแหน่งความสูงของจรวด ช่วยให้การจ�ำลองมีความถูกต้องและเช่ือถือได้ 
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Abstract 

This article presents the simulated results of rocket flight trajectories in standard atmosphere with 

numerical methods, including Runge-Kutta fourth-order Method and Radau Method. These simulations 

give agreeable results. After studying various factors such as thrust force, angle of launcher, rocket 

size as well as atmospheric factors, the researcher found that altitude and velocity will rise when 

the thrust force is increased. The angle of launcher affects movement direction provided that the 

distance increases while altitude will be lowered when angle of launcher is reduced. Furthermore, the 

altitude of the rocket will be lessened when rocket size is enlarged. The result of adding atmosphere 

and altitude of rocket can make the simulation even more precise and reliable. 

Keyword: rocket, standard atmosphere, Runge-Kutta fourth-order Method, Radau Method

บทน�ำ

	 อากาศยานแบ่งออกเป็นสองประเภทใหญ่ ๆ  นั่น
ก็คือ อากาศยานที่ท�ำงานในชั้นบรรยากาศของโลก และ

อากาศยานท่ีท�ำงานในอวกาศเหนือชั้นบรรยากาศของโลก

ขึน้ไป ส�ำหรบัอากาศยานทีท่�ำงานภายใต้ชัน้บรรยากาศของ

โลก เช่น เครือ่งบนิ เฮลคิอปเตอร์ จรวด เป็นต้น อากาศยาน

เหล่านี้ เคลื่อนที่ผ่านชั้นบรรยากาศ คุณสมบัติของช้ัน

บรรยากาศเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา ขึ้นอยู่กับความสูงจาก
พืน้โลก ต�ำแหน่งของจุดสงัเกต เวลาในระหว่างวนั การรูค้ณุสมบัติ
ของชั้นบรรยากาศ ช่วยให้เราออกแบบอากาศยานท่ี

มีประสิทธิภาพสูงขึ้นได้ การสร้างแบบจ�ำลองของชั้น

บรรยากาศมาตรฐาน ช่วยให้วิศวกรประเมินประสิทธิภาพ

ของอากาศยานในขั้นตอนแรกของการออกแบบได้

	 แบบจ�ำลองชัน้บรรยากาศในงานวจิยันี ้อ้างองิจาก

งานวิจัยของ Anderson (2005) ซึ่งได้แสดงแบบจ�ำลองชั้น

บรรยากาศมาตรฐาน ในรูปแบบของความสัมพันธ์ระหว่าง

อุณหภูมิ ความดัน และความหนาแน่นของอากาศ กับความ

สูงเหนือระดบัน�ำ้ทะเล ร่วมกับผลจากการวดัค่าของบอลลนู

ตรวจอากาศ จากงานวิจัยของศูนย์ปฏิบัติการวิจัยกองทัพ

อากาศ สหรัฐอเมริกา เนื่องจากการเคลื่อนที่ของจรวด

ในชั้นบรรยากาศ ได้รับผลของแรงทางอากาศพลศาสตร์

ที่กระท�ำกับจรวด ซึ่งแรงดังกล่าวนี้ขึ้นอยู่กับความหนา

แน่นของอากาศ ซ่ึงขึ้นอยู่กับต�ำแหน่งความสูงของจรวด 

ณ ขณะเวลาใด ๆ ของการเคลื่อนที่นั่นเอง การจ�ำลองนี้

รวมผลของต�ำแหน่งความสูงของจรวดเข้าไปด้วย ซึ่งจะ

ท�ำให้การจ�ำลองถูกต้องยิ่งข้ึน
	 ในการศกึษางานวจิยัท่ีเกยีวข้องนัน้ White (2014) 

ได้น�ำเสนอการจ�ำลองในความเป็นจริง ท่ีรวมทุก ๆ แรงที่

กระท�ำต่อจรวด โดยใช้วิธีเชิงตัวเลข Miguel (2015) ได้น�ำ

เสนอการพัฒนาโปรแกรมจ�ำลอง Mathematica เพือ่จ�ำลอง

การเคลื่อนท่ีของจรวด ภายไต้อิทธิพลของแรงลม ส�ำหรับ

งานวิจัยนี้ไม่พิจารณาถึงแรงลม และผลจากการหมุนหรือ

การแกว่งของจรวด ซ่ึงเกิดข้ึนได้เมื่อจรวดมีเสถียรภาพใน

การบิน ซ่ึงได้จากการออกแบบที่เหมาะสมตามหลักอากาศ

พลศาสตร์ และไม่มีการใช้กลไกอื่นใดในการควบคุม

ความรู้พ้ืนฐาน
	 ตัวแปรพื้นฐานท่ีเปลี่ยนแปลงตามระดับความ

สูงท่ีส�ำคัญ คือ ความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วงของโลก 

(acceleration of gravity) หรือ g ค่าความเร่งนี้เปลี่ยน 

แปลงตามสมการ

           

2

o
rg g

r h
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	 ในที่นี้ go คือ ความเร่งจากแรงโน้มถ่วงที่ระดับ

น�้ำทะเล ค่า r คือ รัศมีของโลก และ h คือ ความสูงจาก

ระดับน�้ำทะเล แรงโน้มถ่วงของโลกดึงดูดโมเลกุลของก๊าซ

เอาไว้ เกิดเป็นชั้นบรรยากาศห่อหุ้มโลกเอาไว้ ซึ่งประกอบ

ด้วยก๊าซชนิดต่าง ๆ ดังนั้น ชั้นบรรยากาศจะมีความหนา

แน่นสูงที่ผิวโลก และน้อยลงเมื่อความสูงจากผิวโลกเพิ่มขึ้น 

ตัวแปรที่ใช้บ่งบอกคุณสมบัติของชั้นบรรยากาศก็คือ ความ

ดัน P ความหนาแน่น ρ และอุณหภูมิ a ค่าต่าง ๆ  เหล่านี้

มีความสัมพันธ์กันเรียกว่าสมการก๊าซอุดมคติ (equation 

of state) น่ัน คือ

	 P = ρRT                                                    (2)

	 โดยที่ R คือ ค่าคงท่ีจ�ำเพาะของก๊าซ ในที่นี้ คือ

อากาศ จากสมการนี้ เราบอกได้ว่าความดัน P แปรผันตาม

ค่าความหนาแน่น ρ ของอากาศ ส�ำหรับค่าอุณหภูมิของ

อากาศแสดงดังภาพ 1

	 จากภาพ 1 แสดงอุณหภูมิของอากาศตั้งแต่ระดับ

น�้ำทะเลจนถึงระดับความสูง 105 km จะเห็นว่าอุณหภูมิ

ของอากาศมช่ีวงทีเ่ปลีย่นแปลงลดลงหรอืเพิม่ขึน้ตามระดบั

ความสงู สลบักบัช่วงทีอ่ณุหภมูคิงที ่ดังน้ัน จะมสีมการความ

สัมพันธ์ระหว่าง ความดัน ความหนาแน่น และอุณหภูมิอยู่

สองชุดด้วยกัน นั่นคือ ช่วงที่อุณหภูมิคงท่ี สมการความ

สัมพันธ์เป็น ดังน้ี

	
P

= е-[go/(RT)](h-h1) (3)
P1

ρ
= е-[go/(RT)](h-h1) (4)

ρ1

โดยที่ P1, ρ1 และ h1 หมายถึง ความดัน ความหนาแน่น

และความสูงที่จุดเริ่มต้นของช่วงคงที่ 

	 ต่อไปพิจารณาช่วงเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ กราฟ

อุณหภูมิมีความชันเฉพาะค่าหนึ่ง แทนด้วย a ดังสมการ

a = T - T1 = dT      (5)
h - h1

dh

ดังนั้น สามารถหาค่าอุณหภูมิ T บนช่วงนี้ ได้จากสมการ

	 T = T1 + a (h-h1)                             (6)

ภาพ 1 ความสัมพันธ์ระหว่างระดับความสูง อุณหภูมิ
สัมบูรณ์ 
Note. From Introduction to flight (5th ed.). By 
J. D. Anderson, 2005, New York: McGraw Hill.

ความดัน P และ ความหนาแน่น ρ1 ณ จุดใด ๆ บนช่วงนี้ 

หาได้จากสมการต่อไปนี้
)aR/(go

T
T

P
P

−


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

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
=
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	 จากสมการที่ 4, 6 และ 8 สามารถเขียนกราฟ

ความสัมพันธ์ระหว่าง ความหนาแน่นและระดับความสูงได้ 

ดังแสดงในภาพ 2 จะเห็นว่าความหนาแน่นของอากาศมีค่า

สูงที่ระดับความสูงต�่ำ และมีค่าน้อยที่ระดับสูงขึ้นไป

	 ผลของความหนาแน่นของอากาศนี้ท�ำให้เกิด

แรงอากาศพลศาสตร์กระท�ำกับตัวจรวด เรียกว่า แรงต้าน

อากาศ แทนด้วย D แรงนี้เกิดจากการเคลื่อนที่ผ่านอากาศ

ของจรวด ค่าแรงต้านจะมากหรอืน้อยข้ึนอยูกั่บความเรว็ ของ

วตัถแุละความหนาแน่นของอากาศซึง่ขึน้อยูก่บัระดบัความสูง

จงึรวมไว้ในการค�ำนวณด้วย แรงต้านอากาศมีค่าตามสมการ
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D =
1

ρV 
2
ACd  (9)2

โดยที่ V คือ ค่าความเร็วของจรวด A แทนค่าพื้นที่หน้าตัด

ของจรวด Cd คือ ค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านอากาศ (Stine, 

1994) 

	 ตวัแปรทีเ่กีย่วข้องกบัมวลเชือ้เพลิง ทีช่่วยให้สามารถ

หามวลเชื้อเพลิงที่ใช้ไปได้ นั่นก็คือ ค่าการดล จ�ำเพาะ 

(specific impulse) หรอื Isp เป็นค่าเฉพาะตัวของเชือ้เพลงิ

แต่ละชนิดโดยความสัมพันธ์ระหว่างมวลของเช้ือเพลิงและ

ค่าการดลจ�ำเพาะมาจากสมการ

      Isp 
gm

Fdt

W
II

p

t

p
sp

∫
== 0                                        (10)

โดยที่ I คือ ค่าการดลที่เกิดขึ้น Wp คือมวลเชื้อเพลิง F คือ

แรงขบัทีเ่กดิขึน้จากมอเตอร์จรวด ส�ำหรบัจรวดชนดิเชือ้เพลงิ

แขง็จะเรยีกส่วนขบัเคลือ่นว่ามอเตอร์ แต่ถ้าเป็นจรวดเช้ือเพลงิ

เหลวจะเรียกว่าเครื่องยนต์ (Sutton, 1992) t คือ เวลาชั่ว

ขณะใด ๆ  ท่ีมอเตอร์ก�ำลงัท�ำงาน ดงันัน้เราจะได้มวลเชือ้เพลงิ

ที่ใช้ไป mp เท่ากับ

                

gI

Fdt
m

sp

t

p

∫
= 0

                                (11)
           mp

           

ภาพ 2 ความสัมพันธ์ระหว่างระดับความสูงกับความหนา

แน่นอากาศ

Isp g

ภาพ 3 แผนภาพแสดงแรงกระท�ำกับจรวด

	 สมการการเคลื่อนที่ของจรวด พิจารณาในสอง

ทิศทาง คือ ทิศทางในแนวดิ่งและแนวระดับ พิจารณา

แผนภาพของแรงในภาพ 3 จะได้สมการการเคลื่อนที่ใน

แนวระดับ คือ

M d2x = F cosӨ-D cosӨ        (12)dt2

จัดรูปใหม่ได้เป็น

d2x = 1
(F-D) cosӨ      (13)dt2 M

โดยที่ M คือ มวลจรวดเท่ากับ Mo–mp รวมสมการที่ 9 ใน

สมการ 13 จะได้

d2x = (F- ½ ρV 
2
ACd)

cosӨ      (14)dt2 (Mo–mp)

เช่นเดียวกันสมการการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งเขียนได้เป็น

M d2x
= F sinӨ-Mg-D sinӨ      (15)dt2

จัดรูปใหม่ได้

     ( )
2

2

1d h F D sin g
dt M

= − θ−
               (16)
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รวมสมการที่ 1, 9 และ 15 จะได้สมการการเคลื่อนที่ใน

แนวดิ่งกลายเป็น

( )
( )

2 212
2

2
d

o
o p

F V ACd h rsin g
dt r hM m

− ρ  = θ−  +−      (17)

การวิเคราะห์การเคลื่อนที่ด้วยวิธีเชิงตัวเลข	

	 จากสมการที่ 14 และ 16 เป็นสมการเชิงอนุพันธ์

อนัดบัสอง ซึง่มพีจน์ของ V ยกก�ำลงัสองอยูใ่นสมการ ดงัน้ัน

สมการจะไม่เป็นเชิงเส้น การวิเคราะห์สามารถท�ำได้ โดย

วิธีเชิงตัวเลขของระบบสมการเชิงอนุพันธ์ (Gilat & 

Subramanium, 2008) โดยเรามีระบบสมการเชิงอนุพันธ์

สองระบบ ในแนวระดับและแนวดิ่ง

dvx = (F- ½ ρV 
2
ACd)

cosӨ           (18)dt (Mo–mp)

dx
= vxdt

ระบบสมการในแนวดิ่ง คือ

dvh
=

(F- ½ ρV 
2
ACd)

sinӨ-
( )

( )

h

o
po

dh

v
dt
dh
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rgsin
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ACVF
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dv

=


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





+
−

−
−

=
22

2
1

θ
ρ

  (19)dt (Mo–mp)

dh
= vhdt

	 การจ�ำลองปัญหาด้วยวิธีเชิงตัวเลข ในงานวิจัยนี้

เป็นการเปรียบเทียบกันระหว่าง วิธีรุงเงอ-คุททา อันดับสี่ 

(Burden & Faires, 1997) และวิธีลาเดา (Deuflhard & 

Bornemann, 2000) แสดงดังตาราง 1

ตาราง 1 

ตารางบุชเชของ (a) วิธีรุงเงอ-คุททาอันดับสี่ (b) วิธีลาเดา

0 0 0 0 0

1/2 1/2 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0 1/3 5/12 -1/12

 1 0 0 1 0 1 3/4 3/4

  1/6 1/3 1/3 1/6 3/4 3/4

(a) (b)

	 วิธีรุงเงอ-คุททา อันดับสี่ เป็นวิธีเชิงตัวเลขที่ใช้หา

ผลเฉลยของปัญหาค่าเริ่มต้น ของสมการเชิงอนุพันธ์ท่ีเป็น

ท่ีรู้จักกันดี เป็นวิธีแบบชัดแจ้ง (explicit) เราเลือกใช้วิธี

นี้เพื่อเป็นมาตรฐานและเปรียบเทียบกับวิธีลาเดาท่ีเป็นวิธี

เชิงปริยาย (implicit) เพื่อดูผลลัพธ์ของทั้งสองวิธี ถ้าหาก

ทั้งสองวิธีมีความสอดคล้องกัน เราอาจเลือกใช้วิธีลาเดาใน

การค�ำนวณในครั้งต่อ ๆ ไป เนื่องจากคุณสมบัติของวิธีเชิง

ปริยายที่มีเสถียรภาพของผลลัพธ์ที่ดีกว่า

ผลการจ�ำลองการเคลื่อนที่

	 สมการการเคลื่อนท่ีท่ีสร้างข้ึนจ�ำลองผลโดยใช้วิธี

เชิงตัวเลข เพื่อศึกษาผลที่ได้ของทั้งสองวิธี โดยใช้ค่าช่วง 

t = 0.09 s ภาพ 4, 5 เป็นการจ�ำลองการเคลื่อนที่โดย

การก�ำหนดเงื่อนไขต่าง ๆ คือ tb = 2.5 s (เวลาที่มอเตอร์

หยดุท�ำงาน) Mo = 6 kg, d = 10 cm, Cd = 0.4, Isp = 240 s, 

ϑ = 90o ผลลัพธ์การเปรียบเทียบความสูงต่อเวลาภาพ 6, 7

แสดงความเร็วรวมทั้งสองแกนของจรวดต่อเวลา เมื่อ

เปลี่ยนค่าแรงขับ F = 700 N, 800 N และ 900 N โดยที่

เงื่อนไขอื่น ๆ เหมือนกัน ภาพที่ 8, 9 เป็นผลลัพธ์จากการ

เปลี่ยนมุมของฐานปล่อย ϑ = 85o, 80o, 75o และ 70o ของ

แต่ละวิธี โดยเงื่อนไขคือ F = 700 N, tb = 2.5 s ภาพ 10, 

11 จ�ำลองการเปลี่ยนขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางของจรวด 

d = 8 cm, 9 cm, 10 cm ตามล�ำดับ ภาพ 12, 13 การ

จ�ำลองด้วยวิธีลาเดา เปรียบเทียบระหว่างผลของความสูง

และบรรยากาศกับผลจากการค�ำนวณโดยไม่ค�ำนึงถึงผล

ดังกล่าว โดยเงื่อนไขคือ F = 700 N, tb= 2.5 s, Mo = 6 kg, 

d =10 cm, Cd= 0.4, ϑ = 90o

ภาพ 4 ผลของการเปลี่ยนค่าแรงขับ F ที่มีต่อความสูง ที่ได้

จากการจ�ำลองด้วยวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับสี่
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ภาพ 5 ผลของการเปลี่ยนค่าแรงขับ F ที่มีต่อความสูงที่ได้

จากการจ�ำลองด้วยวิธีลาเดา

ภาพ 6 ผลของการเปลี่ยนค่าแรงขับ F ที่มีต่อความเร็วที่ได้

จากการจ�ำลองด้วยวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับสี่

ภาพ 7 ผลของการเปลี่ยนค่าแรงขับ F ที่มีต่อความเร็วที่ได้

จากการจ�ำลองด้วยวิธีลาเดา

ภาพ 8 ผลของการเปลี่ยนมุม ϑ ต่อความสูงและระยะทาง 

ที่ได้จากการจ�ำลองด้วยวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับสี่

ภาพ 9 ผลของการเปลี่ยนมุม ϑ ต่อความสูงและระยะทาง 

ที่ได้จากการจ�ำลองด้วยวิธีลาเดา

ภาพ 10 ผลของการเปลี่ยนค่า d ต่อความสูง ที่ได้จากการ

จ�ำลองด้วยวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับสี่
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ภาพ 11 ผลของการเปลี่ยนค่า d ต่อความสูง ที่ได้จากการ

จ�ำลองด้วยวิธีลาเดา

ภาพ 12 การเปรียบเทยีบการจ�ำลองระดับความสงู ระหว่าง

การรวมผลของความสูงและชั้นบรรยากาศกับการค�ำนวณ

โดยไม่รวมผลข้างต้น

ภาพ 13 การเปรียบเทียบการจ�ำลองความเร็ว ระหว่างการ

รวมผลของความสูงและชั้นบรรยากาศกับการค�ำนวณโดย

ไม่รวมผลข้างต้น

	 ภาพ 4, 5 แสดงผลการจ�ำลองความสูงต่อเวลา

เมื่อแรงขับเปลี่ยนแปลงไป จากการจ�ำลองทั้งสองวิธีให้ผล

เหมือนกัน นั่นคือ เมื่อเพิ่มแรงขับจาก 700 N เป็น 800 N

และ 900 N จรวดจะไปได้สูงขึ้น ความสูงสุดของ 900 N 

จะสงูกว่า 800 N และ 700 N ตามล�ำดบั เช่นเดยีวกัน ภาพ 6, 7

แสดงความเร็วของจรวดเมื่อแรงขับเปลี่ยนแปลง จรวดมี

ความเร็วสูงสุด ที่เวลา t =2.5 s ซึ่งเป็นเวลาที่มอเตอร์

หยุดท�ำงาน จากนั้นความเร็วจะเริ่มลดลง จนเป็นศูนย์ที่จุด

สูงสุด และจะค่อย ๆ เพิ่มขึ้นเมื่อตกลงมา จากภาพจะเห็น

ว่าเมื่อแรงขับสูงขึ้นท�ำให้ความเร็วเพิ่มขึ้นด้วย 

	 ภาพ 8, 9 แสดงให้เห็นแนวการเคลือ่นท่ีของจรวด

เมือ่เปลีย่นมมุของฐานปล่อย การจ�ำลองท้ังสองวธีิให้ผลลพัธ์

เหมอืนกนั เม่ือมมุเงยลดลง จรวดจะไปได้ไกลขึน้ ระดบัความ

สงูของจรวดจะลดลง ภาพ 10, 11 แสดงผลของขนาดเส้น

ผ่านศูนย์กลางของจรวด จากการจ�ำลองทั้งสองวิธี เมื่อเพิ่ม

ขนาดจรวดให้ใหญ่ขึ้น ความสูงที่จรวดท�ำได้จะน้อยลง

	 ภาพ 12, 13 แสดงการรวมผลของบรรยากาศให้

ผลการจ�ำลองท่ีมีระดับความสูงมากกว่าการค�ำนวณโดย

ไม่พิจารณาผลของบรรยากาศเล็กน้อย ในขณะที่ความเร็ว

จากทั้งสองแบบ มีค่าใกล้เคียงกัน

สรุปผล
	 บทความนี้แสดงผลการจ�ำลองการเคลื่อนท่ีของ

จรวด โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพื่อศึกษาผลกระทบต่อ

การเคลือ่นท่ีเนือ่งจากช้ันบรรยากาศ วธิเีชิงตัวเลขท่ีใช้ ได้แก่ 

วิธีรุงเงอ–คุททา อันดับสี่ และวิธีลาเดา การจ�ำลองทั้งสอง

วธิใีห้ผลลพัธ์ท่ีตรงกนั จากการศึกษาผลของปัจจยัต่าง ๆ คือ 

แรงขับ มุมของฐานปล่อย ขนาดของจรวดรวมถึงผลของ

บรรยากาศ การจ�ำลองพบว่าเมื่อเพิ่มแรงขับเคลื่อน ความ

สูงและความเร็วจะเพิ่มขึ้นตามไปด้วย มุมของฐานปล่อย

ลดลงท�ำให้ความสูงท่ีได้ลดลงแต่ระยะทางเพ่ิมข้ึน ผลของ

ขนาดของจรวด ถ้าเพิม่ขนาดใหญ่ขึน้จะท�ำให้แรงต้านอากาศ

สูงขึ้น ท�ำให้ระยะความสูงของจรวดลดลง การรวมผลของ

บรรยากาศและต�ำแหน่งความสงูของจรวด ท�ำให้การจ�ำลอง

มีความถูกต้องและน่าเชื่อถือยิ่งขึ้น
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